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1. MODELE CONCEPTUALE SI TRECEREA SPRE
MODELELE CANTITATIVE.

Procesul de conceptualizare, trecerea de la o idee la expresia imaginativa a
acesteia, este un pas esential in cercetare. Construirea modelelor conceptuale este o
parte integrantd a oricarui studiu. Acestea sunt de obicei scheme sau diagrame, de
exemplu formate din blocuri (care reprezintd etape, sarcini, comenzi, intrebari,
declaratii etc.) legate prin sageti (care indica relatiile dintre blocuri si ordinea de
parcurgere a etapelor). In blocuri sunt incluse si variabilele de stare, care descriu
conditiile in care se afla elementele sau compartimentele sistemului analizat. Un
bun model conceptual ajutd biologul sa formuleze ipoteze, sd evalueze necesarul de
date pentru verificarea acestora, sd dimensioneze studiul in timp si spatiu etc.

Complexitatea modelelor creste repede cu progresul unei cercetdri, motiv
pentru care este necesar sa ne concentram asupra intrebarilor la care dorim sa
raspundem. Acesta este Inca un motiv pentru a alcatui un bun model conceptual,
care ne va ajuta astfel sa nu ne pierdem in amanunte insignifiante in context si sa ne
limitam la ceea ce este relevant.

Existd mai multe categorii de modele conceptuale, dintre care le amintesc pe
cele mai importante:

e Modele verbale
Semnifica descrierea verbala a structurii unui model, a componentelor si
legaturilor dintre acestea. Se utilizeaza mai frecvent la procese simple.

o Scheme si desene

Foarte des folosite in toate domeniile stiintelor naturale, atit ca metoda
stiintifica, cat si pentru expunere didactica sau de popularizare. Existd o mare
varietate de grafice, scheme, desene, care includ o serie de detalii, reprezentari ale
unor structuri si functii particulare etc. In stiintd desenul se utilizeazi pentru
ilustrarea sinteticd a caracteristicilor realitatii investigate, pentru a reliefa si
reprezenta semnificatia datelor experimentale, a evidentia tendinte si dinamici
repetitive etc.

e Diagrame in blocuri (tip cutie)

De obicei se realizeaza prin ansambluri de blocuri interconectate prin sageti.
Fiecare bloc (sau cutie) are o forma geometrica oarecare definitd printr-un chenar,
indicand tipul de informatie sau proces care se desfasoard, in jurul unui text sau
simbol care va constitui o componentd a modelului, iar sagetile sau liniile indica
legiturile dintre acestea. In functie de prezenta sau absenta factorilor cauzali si
explicativi distingem:
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- modele tip bloc negru (sau cutie neagra)

In acestea se tine seama numai de intrari si de iesiri, adica de valorile de la
inceputul procesului/ compartimentului si cele care rezulta in urma acestuia, fara sa
ne intereseze cauzalitatea si mecanismul dintre aceste doua categorii. Se aplica mai
ales la studii de caz, la relatii de tip statistic, si in general nu se pot extrapola la alte
sisteme.

- modele tip bloc alb (sau cutie alba)

Sunt modele constituite pe baza expresiei relatiilor cauzale intre procesele
analizate. Intre datele de intrare si cele de iesire sunt intercalate reguli, de tipul
ecuatiilor matematice. Odata definite si validate, aceste relatii se pot aplica (cu
modificarile de rigoare) si la alte sisteme sau procese similare.

- modele tip cutie (bloc) gri

In realitate sunt cele mai comun utilizate, constituind o combinatic a
categoriilor antementionate. Acestea contin relatii cauzale, dar includ si legaturi
empirice sau statistice pentru unele procese.

O variantd a modelelor cu blocuri sunt cele de tip I/O adica intrare - iesire
(Input/ Output) care contin date suplimentare pentru fiecare cutie, la inceperea si
la finalul procesului particular analizat.

Indiferent de tipul modelului, formele geometrice ale blocurilor pot fi alese
astfel incat sa mareasca sugestivitatea procesului reprezentat. Se poate opta, pentru
forme utilizate in algoritmii de calculator, sau forme speciale, cum sunt de exemplu,
cele utilizate de E. P. Odum (1971) la descrierea structurii energetice a sistemelor
ecologice (ilustrand prin diferite forme intrarea energiei, transferul, pierderile,
consumul etc.). In literaturd existd o mare varietate de definitii si posibilitati de
reprezentare grafica.

e Modelele matriciale

Se indica prin algebra matriciala legatura dintre elementele constituente ale
unui sistem. Cea mai simpla forma de expresie este reprezentarea unei legdturi, fara
a se preciza nici valoarea acesteia (intensitatea sau evaluarea cantitativa de orice
fel), si nici directia (cine asupra cui actioneaza). O varianta este simpla constructie
cu valori de tip 1 si 0, unde 1 semnificd existenta relatiei iar 0 absenta acesteia. In
exemplul de mai jos considerdam 4 elemente (sa presupunem cad acestea ar fi
populatii ale unei comunitati), intre care existd (1) sau nu (0) relatii de competitie:

B C D

o QW
OO Rk X
=

o

Aceasta este 0 matrice simetrica, triunghiulara, valorile de 1 pe diagonala
principald indicand o relatie (competitie) intraspecificd sau interspecifica. Astfel
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constatam ca perechile de populatii intre care exista relatii competitive sunt: intre
A si B, intre B si C, precum si intre C si D, singura in interiorul careia nu am decelat
competitie intraspecifica, fiind populatia C. Reprezentarea acestei matrici, sub
forma unui model conceptual grafic, se poate face printr-un graf neorientat:

G
>

Un alt model ne indica cine asupra cui actioneaza, caz in care matricea nu
trebuie sa fie simetricd, iar reprezentarea va fi de tipul unui digraf orientat. De
exemplu, fie 0 comunitate in care valorile de 1 indica cine cu cine se hraneste (cine
pradeaza pe cine), iar intr-un caz intdlnim si fenomene de canibalism:

de la (pradeaza pe...):
A B C D
A 1 0 0 0
catre: B 1 0 1 0
(este C 0 0 0 1
pradat) D 0 1 1 0

In alte modele matriciale nu intereseazi numai existenta si directia legaturii,
ci i valoarea acesteia, de exemplu probabilitatea de trecere dintr-o stare in alta,
procentul de materie care trece de la un compartiment la altul etc., caz in care
matricea poate fi reprezentata sub forma unui digraf numeric orientat (similar cu cel
expus mai sus, dar pe fiecare sageata se scrie valoarea ponderii legaturii sau orice
evaluare cantitativa). Numeroase structuri si procese se pot defini §i reprezenta sub
forma unor digrafuri numerice orientate, aceasta fiind totodatd o trecere de la
modelul conceptual spre unul cantitativ.
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Trecerea de la modelul conceptual la modelul cantitativ

Un model cantitativ este un set de expresii matematice si valori atasate
blocurilor si sdgetilor modelelor conceptuale. Cele mai multe categorii de modele,
prezentate la clasificare, sunt totodata si cantitative.

Sa presupunem cd dorim modelarea ratei de consum C a unui pradator
(variabila dependenta) ca functie de disponibilitatea prazii P (variabila
independentd). Putem decela cel putin trei ecuatii care corespund la tot atitea
ipoteze (adaptat dupa L. J. Jackson si col., 2000):

1)C=a*P
%k
2.)C __b*P
l+c*P

3)C=d*P*e T
Reprezentarile grafice ale acestor modele sunt redate mai jos.

Modelul 1:
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In modelul 1 rata de consum creste liniar cu disponibilitatea prazii. La tipul
2 consumul creste la valori mici ale P, dupa care se satureaza la valori mari ale
acesteia, iar in cel de-al treilea model C creste la valori mici, dar descreste la valori
mari ale lui P (de exemplu ca urmare a interventiei apararii sociale la prada). Aceste
trei modele sunt testate pe date reale, prin tehnici statistice, iar coeficientii implicati
(a, b, c, d, f) primesc valori, li se evalueaza eroarea standard si semnificatia. De
asemenea vom evalua coeficienti de determinare, care vor sugera in ce masura
variatia variabilei dependente este explicatd de catre cea independenta. Urmeaza
validarea modelelor, adica vom evalua prin diferite simuldri si teste, care dintre
modele s1 in ce conditii verifica cel mai bine sirul de date reale (experimentale sau
observate).

Prin urmare, evaluarea parametrilor semnifica identificarea valorilor pentru
acel coeficienti care intervin in constructia ecuatiilor modelului cantitativ. Sursa de
informatie depinde de modul in care va fi folosit modelul. Uneori evaluarea
parametrilor constituie un scop in sine, caz in care modelul va fi rulat de multe ori
pe calculator, dandu-se un numar oarecare de valori, sau chiar domenii, in care
variabilele vor fluctua la intdmplare. Daca modelul se referd la un sistem particular,
despre care avem deja date experimentale, acestea vor fi utilizate pentru a estima
parametrii, care vor fi unic definiti, procedeu caracteristic pentru modelele
statistice. Exista Tnsa si posibilitatea de a nu dispune de date reale, caz in care
estimarile lor se vor realiza printr-un proces iterativ, in cadrul caruia se va compara
permanent rezultatul rularii modelului cu cel care se constatd prin observarea
sistemului, pana cand se ajunge la o relativd identitate (corespondentd a
rezultatelor). Acesta este un procedeu de calibrare a modelului, care se poate
realiza prin cercetare sistematica sau prin incercare §i eroare.

In multe cazuri modelele empirice sunt restrictionate la subiectul analizat,
deoarece se bazeaza pe datele disponibile din lumea reala si pe construirea de relatii
intre acestea. Alte modele predictive pot fi insd complexe, generalizabile, incluzand
descrieri formale cu valabilitate mai larga, relatii cauzale si prognoze bazate pe un
numadr mai mare de date si variabile independente.

Daca am hotarat ca modelul cantitativ poate s1 meritd sd fie formulat in
termeni de ecuatii, vom cduta cele mai bune categorii, modalitati de solutionare a
acestora si vom evalua parametrii pentru fiecare, inainte de a ne grabi sa le
transcriem intr-un sistem de programe sau a le codifica intr-un limbaj oarecare.
Unele ecuatii sunt construite de cercetator (in special in modelele statistice, precum
si in multe tehnici deterministe), altele se aleg din literatura de specialitate,
cunoscandu-se faptul ca anumite expresii descriu cu o bund acuratete procesul
particular studiat. Selectarea ecuatiei poate fi impusa de domeniul matematic, care
se preteaza la analiza conditiilor cercetarii.

Am amintit anterior ca urmarirea desfasurarii fenomenelor in timp se poate
realiza prin cel putin trei categorii de tehnici: metode statistice de tipul analizei
seriilor de timp, ecuatii deterministe in timp discret (recurente) sau in timp continuu
(ecuatii diferentiale).
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De exemplu, dacd o variabila x are valoarea x; la momentul t si xq; la
momentul (t+1), atunci o ecuatie recurenta (de diferente) care descrie un proces
ce se urmareste 1n intervale discrete de timp, poate avea forma generala:

Xt+1 = f(Xt)

unde: f este functia care descrie variatia.

De exemplu f(x)=23.7 - 4.5*x
Daca cunoastem valoarea x; putem prognoza fard probleme si corect valoarea lui
Xt+1.

In timp continuu, un proces care se desfisoara va avea, de exemplu, ecuatia
generald de forma:

d
—o(t)=¢e"+1.8
dtg()

unde: derivata in raport cu timpul a unei functii ce descrie un fenomen
particular este redatd de o anumita expresie matematica. Un model care implica cel
putin o ecuatie care contine cel putin o derivatd a unei functii este un model
diferential (implica calcul diferential). Rezultatul unei asemenea ecuatii, spre
deosebire de penultima, va fi tot o functie, care nu este obligatoriu unica. Prin
urmare rezultatul va fi de tip deschis (si nu inchis, adica o anumita valoare a lui X1,
care sa fie un anumit numar) si poate fi reprezentat sub forma graficului functiei
respective (traiectoria sistemului).

Subliniem aici un lucru important: aceste modele, recurente si diferentiale,
sunt de tip determinist (simplu spus: sunt modele deterministe), respectiv NU
sunt modele statistice. In continuare vom invita cate ceva despre aceste modele
deterministe, care descriu dinamica proceselor sau a fenomenelor in timp discret
(prin ecuatii recurente) sau in timp continuu (prin ecuatii diferentiale). Modele
statistice sunt sau au fost predate la alte cursuri si la alte aplicatii (in R, in Canoco
etc.).

2. MODELE DINAMICE iN TIMP DISCRET (MODELE RECURENTE)

Vom studia modelele dinamice sub doua aspecte: in timp discret (prin ecuatii
recurente sau de diferente), precum si in timp continuu (realizand cu aceasta ocazie
si o scurtd introducere in calcul cu functii derivate si utilizarea ecuatiilor
diferentiale). Pentru ilustrare, ne vom referi la populatiile biologice, respectiv vom
dezvolta diversele categorii de modele pentru simularea dinamicii populatiilor.

Pentru a caracteriza o populatie, putem evalua o serie de parametri cantitativi
sau calitativi, cum ar fi: abundenta populatiei, efectivul, densitatea (ecologica, bruta
sau absolutd), natalitatea (sau orice alt mecanism prin care apar indivizi in interiorul
unei populatii, excluzand imigrarea), mortalitatea, distributia pe clase de varsta
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(structura de varsta) sau dimensiuni, distributia spatiala, etc. (a se vedea Sirbu si
Benedek, 2012).

Pentru a urmari dinamica unei populatii sunt necesare date privitoare la
procesele demografice care se desfasoara (natalitate, mortalitate, imigratie,
emigratie), a consecintelor acestora si a factorilor care le influenteaza (Botnariuc si
Viadineanu, 1982). Pentru a cunoaste efectivul populatiei la un anumit moment (Ny)
este necesara cunoasterea dimensiunii populatiei intr-un stadiu anterior (N¢;), la
care se adauga numarul de indivizi imigrati in intervalul de timp (I) si cei care au
aparut (B) in interiorul populatiei (prin nastere, eclozare sau oricare alt mecanism
biologic), scazandu-se numarul de indivizi decedati (M) si cei emigrati (E). Prin
urmare, ecuatia generald ar fi:

Ny=N,+B+I1-M-FE

Acesta este un prim model matematic al dinamicii populatiei, care are
avantajul traducerii unui fenomen complex intr-o ecuatie clara si obiectiva. Ea poate
fi manipulata ca orice ecuatie matematica, conducand la o flexibilitate care
depaseste orice model conceptual. Dezavantajul metodei constd in faptul ca
determinarea directd a acestor parametri este posibila numai in cazuri foarte rare,
atunci cand populatia poate fi monitorizata in intregime. Cel mai frecvent, pentru a
afla valorile fluctuatiilor numerice ale indivizilor unei populatii se apeleaza la
diferite metode estimative si indirecte. O metoda directd este construirea si
interpretarea tabelelor de viata si de fecunditate. Redam mai jos tehnica simplificata
de construire a unui tabel dinamic de viata (care urmareste procesele demografice
de-a lungul unei generatii, in absenta migratiei) pentru o specie cu generatii discrete.
Tehnica integrala de calcul este redata de I. Sirbu si A.M. Benedek (2012) motiv
pentru care nu se insistd aici mai mult decat este necesar.

Sa consideram exemplul de mai jos (Tab.1), in care se urmareste mortalitatea
specifica de varsta, pe parcursul a 6 stadii de dezvoltare, a unei generatii de
Chortippus brunneus (dupa Richard si Waloff 1954, ap. Begon si col. 1986).

Tab. 1. Tabel dinamic de viata al unei generatii de Chorthippus brunneus
(adaptat dupa Richard si Waloff 1954, ap. Begon si col. 1986).

X a x 1 d x q x F « m x | xm x
Oua (0) 44000{1.000 10.202 10.202 - - -
Stadiul 1 3513/0.798 10.224 10.280 - - -
Stadiul 2 2529(0.575 10.138 (0.240 - - -
Stadiul 3 1922(0.437 10.105 10.240 - - -
Stadiul 4 1461(0.332 |0.037 |0.110 - - -
Adulti 1300{0.295 10.295 |1.000 22617 17.398 0.514
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In acest tabel stadiul, varsta sau intervalul de timp, este codificat prin X, iar
variabilele specifice de stadiu prin indicele subscript x (de exemplu ay sau 1y).
Variabilele din acest tabel au urmatoarea semnificatie:

» a, = numarul de indivizi 1n viata la inceputul fiecarui stadiu. Aceste valori sunt
specifice fiecarei populatii si an, facand comparatiile directe imposibile. De
aceea se lucreaza cu valori standard, care se trec in coloana urmatoare, si anume:

* ], = proportia de indivizi din stadiul initial care au supravietuit la inceputul
stadiului x:

[y=ayx/a,

= d = proportia de indivizi eliminati din populatie in fiecare stadiu, adica:
(1:-1x1)

= (= rata mortalitatii specifice de varsta (stadiu), adica raportul d /[, Aceasta
ratd este caracteristicd pentru fiecare populatie si poate fi infeleasd ca
probabilitatea de deces a unui individ in decursul unui stadiu x.

Pana in acest punct ne-am ocupat numai de numadrul de indivizi si am
inregistrat variatiile numerice ale acestora prin variabile standardizate, pentru a
permite gasirea unei proceduri de realizare a unor studii comparative.

Tabelul de fecunditate incepe cu coloana urmatoare, in care sunt inregistrati
numarul de urmasi produsi de generatia parentald in decursul stadiului x.
= F, = este coloana in care se inscrie numarul de urmasi produsi de lotul studiat in

stadiul x.

* my = numarul mediu de urmasi produsi de fiecare individ supravietuitor din
stadiul x. Altfel spus, m, = F\/a,

= ],my = este produsul intre valorile din coloanele 1 si mx, semnificand numarul
mediu de urmasi produsi de fiecare individ din stadiul O (initial) in decursul
etapei X.

Daca notam cu R suma produselor myly definim un parametru sintetic al
tabelelor de viata, si anume rata netid de modificare (sau reproducere) a
populatiei. Aceasta reda factorul de multiplicare al marimii populatiei la sféarsitul
unei generatii parentale (de cate ori se poate multiplica marimea unei populatii in
decursul unei generatii). Cu alte cuvinte am obtinut un prim model populational,
care exprima determinist dinamica acesteia, de forma:

Ny = RN,

care este o ecuatie recurentd de ordinul 1, din cauza faptului ca relationeaza
dimensiunea populatiei la momentul (t+1) de cea inregistrata la un interval anterior
de timp (t). In exemplul de mai sus R; este valoarea ultimei celule ale produsului
mylx = 0.51, semnificand ca dimensiunea populatiei a scazut la cca. o jumatate fata
de anul precedent (sau generatia precedenta).

O ecuatie recurenta de ordinul 2 ar implica calcularea dinamicii in doua
etape, cunoscand efectivele populatiei la momentele (t) si (t-1), adica N; si N,
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precum si ratele fundamentale Ry, (dintre momentul t si t-1), precum si R; (dintre
t+1 si t), adica:

Nivi = RNy + R iNeg

In mod corespunzitor o ecuatie de diferentd sau recurenti de ordinul 3 ar
implica parametri evaluati in trei stadii de timp ale studiului etc. Pornind de la acest
exemplu de evaluare a dinamicii populationale pe baza tabelelor de viata si de
fecunditate, sd urmdrim dezvoltarea altor categorii de modele, pe care le vom realiza
din ce in ce mai complex, In scopul apropierii de cazuri cat mai generale, care
aproximeaza mai corect fenomenele din natura.

Dupd cum am mai specificat, urmarirea unui fenomen in timp se poate face
in mod continuu sau Tn mod discret (in ultimul caz exemplul este chiar tabelul de
viatd precedent). Ecuatiile matematice care descriu modificarile in timp continuu
sunt ecuatii diferentiale, iar cele care caracterizeaza schimbarile in intervale
discrete de timp sunt ecuatii recurente sau de diferente.

Dezvoltarea modelului dinamicii populationale se va baza pe tehnica expusa
de Gillman si Hails (1997).

In exemplul anterior, in care am analizat efectul direct al fecunditatii si
supravietuirii asupra modificarii numerice a populatiei, am obtinut o ecuatie care
constituie un model determinist (depinde explicit numai de parametri de intrare)
independent de densitate (probabilitatea de supravietuire a indivizilor din fiecare
clasa nu depinde de interactiunile intraspecifice, conditionate de abundenta
acestora). Dacad redefinim rata netd de crestere sau de modificare numerica a
populatiei (care fine seama de produsul dintre supravietuire si fecunditate) printr-
un termen general, pe care il definim fie prin expresia rata finita de crestere a
populatiei A (Gillman, Hails, 1997) sau prin expresia adaptata dupa May (1981, ap.
idem) factorul multiplicativ de crestere pe generatie, obtinem ecuatia generala:

Ny = Mvt

care este tot o ecuatie recurentd de ordinul 1, unde A este constanta Tn timp si se
poate calcula pe oricare stadiu corespondent al doua generatii succesive (fiind un
model determinist, independent de densitate). Daca aceste conditii sunt indeplinite
si A este mai mic decat unitatea, va surveni extinctia deterministd a populatiei.

Invers, cunoscand efectivul populatiei la momentul (t+1) si cel de la
momentul (t), din ecuatia anterioard se poate calcula valoarea ratei finite de crestere,
prin ecuatia:




10
1 Sirbu (2020) - Modele conceptuale si trecerea spre modelele cantitative. Modele dinamice discrete si continue.

Exemplu: daca intr-un studiu realizat prin metoda tabelelor de viata asupra
unei specii vegetale (terofitd anuald), am numarat pe suprafata de proba 23450 de
seminte germinate in anul 1 si in anul urmator (in acelasi stadiu) 36459, rata finita
de crestere a populatiei se calculeaza prin relatia:

A =36459 /23450 =1.55.

Este evident cd aceastd abordare a dinamicii populationale este extrem de
simpla. In realitate abundenta unei populatii (fie in termeni de efectiv sau densitate)
are implicatii majore asupra capacitatii de supravietuire si de fecunditate a
indivizilor, prin efectele mecanismelor de reglare intraspecifica (competitie, stress,
probabilitatea de a gasi un partener pentru reproducere etc.). Totodatd A este
dependent de fluctuatiile mediului, variatii in timp si spatiu ale parametrilor
abiogeni, fapt care implicd renuntarea la ideea de valoare constanta si trecerea la o
distributie de probabilitati a valorilor pe care le poate avea in timp. Reglarea
populationald dependentd de densitate va modifica corespunzator modelul
enuntat, prin faptul cd mortalitatea creste cu abundenta (efectivul sau densitatea)
populatiei. Daca notam cu s proportia indivizilor care supravietuiesc (echivalentul
parametrului 1 din tabelele de viatd), iar cu N o masurd a abundentei populatiei,
care se poate exprima in moduri variate (cum ar fi efectivul, densitatea ecologica
sau brutd, densitatea absolutd etc.), am putea identifica cel putin trei categorii
majore de relatii intre supravietuire si abundentd (modele dependente de
densitate), redate in fig. 1.

Ecuatia generalad a dinamicii abundentei dependente de densitate, devine:
N, =s*A*N,

0 N inax
N

Fig. 1. Trei modele potentiale de dependenta intre fractia indivizilor care supraviefuiesc
intr-o unitate de timp (s) si densitatea sau abundenta populatiei (N), dupa Gillman si Hails, 1997.

Cel mai simplu model evidentiat de fig. 2.1 este relatia liniard dintre fractia
de supravietuire s si abundentda N (modelul 2). Reamintim cd ecuatia generald a
dreptei este:

fix) =a + bx

unde x este variabila independenta, b este panta dreptei iar a este interceptia.
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Daca notam interceptia ordonatei de catre dreaptd cu 1 (valoarea
probabilitatii de supravietuire a unui individ la limita minima a densitatii) iar panta
dreptei de regresie cu m, putem rescrie ecuatia generala a dreptei ca:

s =1-mN

Acest model presupune ca existd un Ny, valoarea maxima a densitatii,
dincolo de care populatia este incapabild sa supravietuiasca (in grafic interceptia
abscisei de catre dreaptd), deci la care s=0.

Gradientul sau panta dreptei m se poate analoga cu tangenta unghiului format
de segmentele definite prin s, Nimax, O, ceea ce conduce la relatia:

Prin inlocuirea lui m 1n ecuatia generala a modelului dependent de densitate,
rezulta:

s=1-(1/Nyw) N
s=1-N/Nuu

care, repetam, caracterizeaza relatia dintre probabilitatea de supravietuire a
unui individ (sau fractia de supravietuire a indivizilor) si efectivul (abundenta)
populatiei.

Putem acum sd construim un nou model al dinamicii populatiei, care va
evalua efectivul la momentul (t+1), ca functie de efectivul din momentul anterior
(t), de rata finita de modificare a populatiei (1), dar care tine seama si de efectele
dependente de densitate (s ca functie de N), adica:

N

t
Nmax

care este ecuatia logistica discreta a dinamicii populationale, dependenta de
densitate. Uzual nu se aplica notatia Ny, pentru valoarea maxima a densitatii sau
abundentei, ci aceasta este Tnlocuita cu litera K, avand aceeasi semnificatie, dar care
se mai poate defini si drept capacitatea de suport. Aceasta mai semnifica
densitatea maxima a unei specii, care poate fi sustinuta (suportatd) de un habitat
particular. Multi considera ca acest parametru caracterizeaza atat specia particulara,
cat si calitatea habitatului (abundenta si disponibilitatea resurselor acestuia). Uneori
se opereaza cu inversul capacitatii de suport, care se noteazd cu a = 1/K

Prin urmare, daca:

N,

t+1

:m,[l_
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Nmax = K
respectiv

1
a=—
K

atunci obtinem ecuatiile echivalente:

Nt+l :ﬁ’Nt(l_&j
K

respectiv:

2
Nz+1 :ﬂ“Nz(l_aNz):ﬂ“Nz _lzt

Am scris aceste relatii nu pentru a ne juca cu expresii matematice, ci pentru
a ilustra faptul, ca modelul dependent de densitate nu este liniar ¢i 1n mod evident
neliniar, deci un polinom de gradul 2. Reamintim aici ca un model polinomial (o
functie polinomiald) are forma generala:

fix) =ap+ax +ax? + ..+ ax"

unde n este un numar natural; n > 0. Ordinul sau gradul acestui model este cea mai
mare putere a lui x in expresia functiei.

Avand ecuatia dinamicii populationale dependente de densitate, putem
realiza numeroase simulari pe calculator (in programul MathCAD de exemplu) ,
dand valori parametrilor A, K si Ny, respectiv urmarind modul in care acestia se
reflectd in variatiile valorii asteptate N ;.

Studiu de caz: Am alcatuit un model al dinamicii populationale in timp discret
(model de diferente sau recurent) si reprezentdm o serie de grafice care sa simuleze
dinamica populationald anualad pentru diferite valori ale lui A, la K=100 si K=200,
pentru un interval de timp de 21 de ani si efectiv initial cunoscut (30 de indivizi),
utilizandu-se modelul logistic discret.

Reprezentarea modelelor si simularea dinamicii acestora:
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K1 :=100 K2 :=200 A=2 t:=1.20

N;:=30 Dj:=30

N g 1o D A 1o 2
t+1 = t K1 t+1 = t K2

prin care modelam dinamica a doud populatii caracterizate prin valori diferite ale
capacitatii de suport (K1 si K2). Apelarea modulului de grafica bidimensionala, va
produce graficul din fig. 2.

120 120 T T T T

100 - B RRSALLIL LI LI L L LI .

40—/ -
30 | ] ] |

0 5 10 15 20
0 t 21
Fig. 2. Model logistic discret al dinamicii populationale la 3=2.0

Dinamica modelului populational la A=2 aproximeaza o crestere logistica, ce
se incheie cu un echilibru stationar al efectivului in timp, care depinde de valoarea
lui K. Pastrand aceleasi date ale problemei, dar alegand A = 3.0 obtinem fig. 3.

150 20 ! ! ! !
Ne 100F i -

50

30

Fig. 3. Model logistic discret al dinamicii populationale la 2=3.0

Aceasta indica un echilibru dinamic, ce se caracterizeaza prin oscilatii periodice
intre doua valori ale densitatii (un maxim si un minim): se mai numesc si cicluri
limita in doua puncte.
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Marind valoarea lui A la 3.5 vom obtine graficul de mai jos, care corespunde
cu un echilibru ciclic in patru puncte (fig. 4), deoarece exista doud maxime (unul
principal si unul secundar), precum si doud minime cu valori diferite.

500 200 T T T T

150 -

30

Fig. 4. Model logistic discret al dinamicii populationale la \=3.5

Pentru A = 4 dispare echilibrul ciclic, iar fluctuatiile aparent prezinta un
model intAmplitor, care este denumit dinamici haoticii. In toate cazurile K nu
afecteaza dinamica, ci doar nivelul la care este realizat echilibrul sau dinamica
haotica (fig. 5)

210 200

150

50

Fig. 5. Model logistic discret al dinamicii populationale la 3=4.0

Dinamica haotica a unui fenomen nu inseamna faptul ca acel fenomen este
un produs al intamplarii. Multe procese “haotice” pot fi rezultate ale unor fenomene
previzibile, deterministe, asa cum se vede si din exemplul de mai sus. Nu este
intotdeauna simplu sa se distinga intre randomizare sau stochasticitate si dinamica
haotica (a se revedea cele expuse la analiza seriilor de timp).

Pana acum am considerat dependenta de densitate a probabilitatii de
supravietuire, ca fiind o functie liniara. In cazul in care aceastd dependenti nu este
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liniard, ci corespunde cu curba de tip 3 din fig. 1, atunci fractia indivizilor
supravietuitori (s) scade cu abundenta sau densitatea populatiei (N) dupa o functie
negativa exponentiala, de tipul:

s =g

unde parametrul a se poate considera ca intensitatea dependentei de densitate.

Ecuatia modelului de dinamicd populationald cu dependentd neliniara de
densitate, devine:

N = AN,

aceasta fiind tot o ecuatie recurenta neliniara de ordinul I, cunoscuta sub denumirea
de ecuatia Ricker (1954, ap. Gillman si Hails, 1997).

Evaluarea parametrilor A si a din date reale (experimentale) se realizeaza cel
mai bine prin exprimarea ecuatiei sub forma unei drepte de regresie astfel: ambii
termeni ai ecuatiei se impart la N; si se logaritmeaza expresia, rezultind ecuatiile
echivalente:

Nt+1
Nt

=he ™M o ln(bj =In(})-aN,

t

Prin urmare, datele demografice experimentale se pot reprezenta sub forma
unei drepte de regresie de tipul ecuatiei de mai sus, dupa care estimam In(A) din
interceptia ordonatei de catre dreapta de regresie (InA) iar panta dreptei sau
coeficientul de regresie va fi egal cu parametrul a.

3. MODELE DINAMICE iN TIMP CONTINUU.
MODELARE PRIN CALCUL DIFERENTIAL

Prin diferentiere (sau derivare) gasim gradienti pe graficul functiei, adica rata
instantanee de modificare a unei variabile, ca raspuns la modificarea alteia (altora).
Semnificatia geometricd este evaluarea pantei tangentei la graficul functiei in
punctul ales.

In cadrul acestui capitol se vor expune tehnici de lucru cu derivate, ecuatii
diferentiale, precum si cateva aplicatii.

Definitii si semnificatii ale functiilor derivate

Ecuatiile diferentiale apar ca urmare a unor deductii logice ale proceselor
observate, la care se adauga legile si teoriile dezvoltate in diferitele stiinte. Derivata
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a aparut ca o necesitate In explicarea unor fenomene fizice (cum ar fi modelarea
vitezei) si matematice (tangenta intr-un punct la o curba in spatiul bidimensional).

o Exemplificare: viteza instantanee a unui mobil

Daca un mobil se misca pe o axa, pozitia acestuia la momentul t, fiind s(t),
iar la momentul t este s(t), iar daca miscarea este uniforma, atunci viteza medie v a
mobilului este data de raportul:

L s(0=s(ty)

t—t,
Daca consideram intervalul (t-tp) din ce in ce mai mic, viteza medie

respectiva tinde sd echivaleze viteza instantanee a mobilului la momentul to, adica
v(to) exprimat ca:

V(to) = lim
t— 1t
Analog definim acceleratia mobilului la momentul to, a(to) ca:

Definitia derivatei unei functii intr-un punct:
Fie o functie f: R — R si Xo un numar real. Spunem ca functia f are derivata
in punctul x, i 0 notam cu f(Xx() daca exista limita:

f(x) - f(x)

X — Xq

f(x) = lim
X = X
Daca derivata functiei f in punctul x, exista si este finitd spunem ca functia f
este derivabila in punctul x,.
Executand translatia h = x - X, obtinem relatia echivalenta cu cea anterioara:

f(xo + h) — f(x)

£(x) =
h— o h
Daca y = f(x), atunci urmatoarele notatii sunt echivalente:
P _d_d o d
y'=f'(x) I dx dx(f) dxf(X)

e Interpretarea geometrica a derivatei
Daca functia f este derivabila intr-un punct x,, atunci graficul functiei f are tangenta
in x( dreapta de coeficient unghiular egal cu f’(x¢). Ecuatia dreptei tangente este:
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y = f(x0) + £7(X0)*(x - Xo)

unde: f’(xo) este panta dreptei tangente.

Prin urmare: derivata unei functii intr-un punct este panta dreptei tangente la
functia respectiva in punctul dat.

Daca derivata unei functii intr-un punct este zero, atunci punctul respectiv
este un punct de minim sau de maxim (local) al functiei respective.

e Reguli ale derivarii; derivatele unor functii uzuale
Prezentdam mai jos Tn maniera succintd cateva dintre derivatele unor functii
uzuale:

Derivate ale unor functii Conditii
c’=0 c este o constanta
x =1 x real
1 X pozitiv
()= P
X
(x")’=nx™! x este un numadr real; n este numar
natural
(x)=rx"! r este real; X este un numar real pozitiv.
1 X pozitiv
(Inx)'=— P
X
(e*) =e* x real
(a¥)’=a*Ilna a pozitiv si diferit de 1, x real
(sin X)” = cos X x real
(cos x)’ = -sinx x real
\ 1 cos x diferit de 0
(tanx)'= —
cos” X
\ 1 sin x diferit de 0
(C tan X) =-— —2
sin” X
. 1 xe(-1,1
(arcsin X)'= —— ( )
1-x°
1 xe(-1,1
(arccosX)'= ——— ( )
1-x2
, 1 x real
(arctanx)'= —
1+x
, 1 x real
(arccotanx)'=— —
1+x
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e Reguli de derivare

Daca f si g sunt doua functii derivabile in punctul x,, iar A este o constanta,
atunci:

l.f+gy=f+g’

2.(AFf)y =A*P

3.(f*gy=tr*g+f*g’

(fj frig — f * g
4.1 —| = —
g g

e Derivate de ordin superior

Functia f este derivabila de doua ori intr-un punct xo daca f este derivabila
intr-o vecinatate a lui xo si f* este derivabila in x,. Atunci derivata lui f* in X, se
numeste derivata a doua (sau de ordinul 2) a lui f in X, si se noteaza cu:

2
ﬂuw=57ﬂm>

X

In mod analog se defineste derivata de ordin n (f™). Prin conventie derivata
de ordin 0 este functia f (¥ = f), iar derivata de ordinul 1 este prima derivatd a
functiei f (fV = ).

Daca pentru oricare n numar natural functia f este de n ori derivabila, spunem
ca f este indefinit derivabila.

e Ecuatiile diferentiale implica o derivata de oricare ordin a uneia sau a
mai multor functii. Exemple de functii diferentiale:

%wo=vl+wo

2

(iu(t)]- N e
dt de*

Ordinul unei ecuatii diferentiale este cea mai mare valoare a unei derivate
implicate intr-o ecuatie. In ultimul exemplu, deoarece sunt implicate o derivata de
ordinul 1 si 2 a functiei u(t), inseamna ca ordinul ecuatiei este 2.

Gradul unei ecuatii diferentiale este cea mai mare putere la care este ridicata
derivata de cel mai Tnalt ordin al functiei (functiilor) componente. De exemplu:
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3 4 2 5

d—3w(t) + d—zw(t) +w(t)=24.6
dt dt

are ordinul 3 si gradul 4. Desi existd o putere mai mare de 4 in ecuatie, aceasta se
refera la derivata a 2-a a functiei, care nu este de cel mai mare ordin.

O ecuatie diferentiala a functiei necunoscute f(x) se numeste liniara daca
derivatele functiei si utilizarea acesteia in expresie sunt la puterea 1, nu se inmultesc
intre ele si nu sunt argumente ale altor functii. In caz contrar ecuatia este de tip
neliniar.

O solutie a unei ecuatii diferentiale, este o functie care satisface ecuatia
respectivad. Solutia nu este in mod obligatoriu unica.

Un sistem de ecuatii diferentiale este alcatuit din doua sau mai multe
ecuatii, pentru care se cautd solutii comune sau simultane. Solutia (sau solutiile)
trebuie sa satisfaca (sa verifice) toate ecuatiile din sistem.

Ecuatiile diferentiale prezentate pana aici se mai numesc si ordinare
deoarece contin functii de o singura variabila. Daca functiile incluse sunt de doua
sau mai multe variabile, vorbim de ecuatii diferentiale partiale. In scrierea
matematica, modul de notare si definire a acestora este diferit de cel al ecuatiilor
diferentiale ordinare, nu insa si in unele softuri cu care noi lucram mai des.

O ecuatie diferentiald cuplatd cu unele afirmatii privitoare la solutii ale
momentelor de Inceput sau la conditii inifiale, poartd denumirea de problema cu
valori initiale. De exemplu:

2
9 )= a* S ht)+2.6% h(t) =sin(t) + '
dt? dt

h(0)=0 h’(0)=1

este o problema cu valori initiale.

Daca valorile cunoscute ale solutiei constau in valori ale functiei la inceputul
st la sfarsitul unei perioade sau a unui interval dat, atunci definim o problema cu
valori precizate pe interval.

Pentru cele mai multe probleme de ordinul n cu valori initiale, trebuie sa
definim n conditii (valorile functiei si ale celor n-1 derivate ale acesteia Intr-un
punct) pentru a avea o solutie unici. In mod similar, pentru problemele de ordin n
cu valori definite pe un interval, sunt necesare n conditii ale marginilor intervalului,
pentru ca solutia sa fie unica.
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Modele ale dinamicii populationale in timp continuu
(modele cu ecuatii diferentiale)

Pana acum am considerat populatia ca avand generatii discrete, sau ca
procesul de reproducere se desfasoard in mod discret in cadrul unor populatii cu
generatii suprapuse. In naturd insd, aceste trisituri acoperd doar o parte din
posibilitifi: numeroase specii nu isi sincronizeaza reproducerea, care poate fi astfel
consideratd ca un proces continuu. Evident modelele de tip recurent nu mai sunt
valabile 1n acest caz; noul model pe care il cdutam va trebui sa se raporteze la un
timp continuu, si astfel am ajuns la modelele diferentiale.

Pentru inceput vom considera modele independente de densitate ale
cresterii populatiei in timp continuu.

Primul model de tip recurent, cu care ne-am confruntat, a fost de tipul
N1 = AN, care explica modificarea in efectiv sau densitate la doud momente
diferite. Daca insa cele doud momente sunt extrem de apropiate (adica diferenta
dintre t+1 si t tinde catre zero) modificdrile sunt instantanee si pot fi descrise prin
ecuatii diferentiale. Pentru a simula si mai bine realitatea, s presupunem ca studiem
o populatie cu reproducere continua si generatii suprapuse. Aceasta populatie poate
creste (0 oarecare perioada de timp si intr-un mediu particular) dupa o functie
geometrica exponentiald. Dar la cresterea in timp continuu nu mai utilizam grafice
de tip nor de puncte sau histograme, ci fenomenul imbraca forma unei curbe
continue a unei functii exponentiale, asa cum este ea ilustrata in fig. 6.

N
(Efectiv)

7 Tangenta la curba in
- momentul t (AN/dt> 0)

Et Timp

Fig. 6. Cresterea exponentiala a efectivului populatiei (N) in timp continuu, cu ilustrarea
ratei (gradientului) de crestere instantanee a populatiei la momentul t.

Aceasta crestere exponentiala in timp continuu este modelata prin ecuatia:

Nt :N()e rt
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unde: N; = efectivul populatiei la momentul t, Ny = efectivul la momentul
initial (la t=0), e este baza logaritmului natural (=2.71...), iar r este rata intrinseca
de crestere numerica a populatiei (rata de crestere a populatiei, definitd ca un
multiplu al efectivului actual). In fiecare punct al acestei curbe este posibil si
determinam rata de modificare a dimensiunii populationale prin diferentiere, adica
gradientul tangentei in acel punct. Modificarea populatiei este datd de derivata
efectivului N; in functie de timp t, adica dN/dt. Daca aceasta derivata este pozitiva,
populatia creste in timp (fig. 6), daca este negativ populatia scade, iar la valoare
nuld nu sunt modificari in timp (populatie cu efectiv constant).

Gradientul lui N; (modificarea instantanee a efectivului) in oricare punct
(timp t) este derivata de t a ecuatiei precedente, adica:

dN

—=rN,e"
dt

iar tinAnd seama ca N; = Ny ", rezulta:

d—N =rN,

dt

Rata intrinsecd de crestere a populatiei se considerd adesea ca exprimand
valoarea maxima, conditionata genetic, a cresterii populatiei in conditii optime de
habitat, cu resurse nelimitate, in absenta competitorilor si dusmanilor (rm = rata
intrinsecad maximai). Rata actuala instantanee de crestere (r) va fi intotdeauna
mai mica decat rata intrinseca (maxima) si variaza in functie de constrangerile
taxonomice si de conditiile de mediu, putdnd fi evaluata prin metoda tabelelor
dinamice de viata (a se vedea Sirbu si Benedek, 2012).

Estimarea valorii reale a parametrului r se poate face prin logaritmarea
ecuatiei NV, = Nye'':

In(N,) = In(Ny) + rt

rezultand o ecuatie de regresie unde In(N;) este variabila dependenta, In(Ny)
este constanta (interceptia ordonatei la to), t fiind variabila independenta, iar r este
panta dreptei de regresie.

Introducand in model dependenta de densitate liniara obtinem modelul
logistic de crestere populationald in timp continuu. In mod aseminitor cu
modalitatea de definire a dependentei de la modelul logistic in timp discret, si In
acest caz putem Tnmulti rata instantanee cu termenul (1 - N¢/K) unde acelasi K,
semnifica capacitatea de suport (efectivul maxim care poate fi sustinut de un habitat
particular, intr-un anumit interval de timp). Prin urmare din ecuatia:

r(l—‘]t
N t == N 0 c K
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rezultd prin diferentiere modelul logistic de crestere in timp continuu a
populatiei, care descrie in mod simplist o crestere populationalad pana la un nivel K
de echilibru stabil (fara oscilatii):

d—Ner[ 1—ﬂ
dt K

Ecuatia diferentiald a cresterii logistice a fost utilizata pentru prima datd de
Verhulst (1838) pentru a descrie cresterea populatiei umane; se mai numeste si
ecuatia Verhulst - Pearl. Prin integrarea ecuatiei anterioare, rezulta:

N =

K

G
In —rt

l1+e K

Aplicatie: rezolvarea ecuatiei Verhulst-Pearl pentru o perioadd de 40 de ani,
capacitate de suport a mediului de 1500 si rata intrinseca de crestere populationala
de 0.28. Populatia porneste de la efectivul initial de 150 de indivizi. Rezultatul
simuldrii este redat in fig. 7. Se observa ca, in timp, efectivul populational se
stabilizeaza la nivelul capacitatii de suport K.

1500 [~

1000 [~ ]

500 [~ ]

] ] ]
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t
Fig. 7. Modelarea dinamicii populationale in timp continuu prin ecuatia Verhulst-Pearl (N =
efectivul populational, t = timpul in ani; valorile initiale ale parametrilor sunt redate in text).




